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LA FORMULA DE KELLY Y EL ASSET ALLOCATION OPTIMO EN LOS MODELOS DE CRECIMIENTO

n estos ultimos dias se esta comentando en varios medios' un arti-
Eculo (aun pendiente de su publicacion en una revista especializada),
cuyos autores son dos conocidos gestores de fondos: Victor Haghani
(Elm Partners y antes en Long-Term Capital Management) y Richard
Dewey (Pimco)".

En el mencionado articulo, se realiza un experimento consisten-
te en darles 25 dolares y un laptop a 61 personas para apostar en un
juego. Este consiste en lanzar una moneda al aire trucada en la que
la probabilidad de que salga cara es de un 60% y de que salga cruz
es de un 40%. Si sale cara se obtiene como premio el doble de la
cantidad apostada, esto es lo apostado mas otro tanto mas. Y si sale
cruz, se pierde el dinero apostado. La moneda se va lanzando al aire
durante media hora o hasta que se llegue a unas ganancias maximas
de 250 dolares. Estas personas deben apostar cada vez la cantidad
gue deseen en el juego (la totalidad de su capital o parte del mismo).
El objetivo es conseguir la ganancia maxima al final de la media hora
o0 hasta llegar a 250 dolares de ganancia, si esto se produce antes de
la media hora.

El grupo de personas que participan en eljuego esta formado por
directores de fondos (I4), profesionales jovenes del sector financiero y
estudiantes universitarios de economiay finanzas.

La maxima ganancia para este juego se consigue aplicando la
llamada formula de Kelly™™ gque, en este caso, consiste en apostar el
209% del capital que se tenga en cada momento y dejar el 809% res-
tante guardado. Si se permite hacer un numero suficiente de tiradas, la
ganancia llegaria a ser infinita. Por este motivo, los autores del experi-

mento limitaron las ganancias, que se pagaron realmente a los apos-
tantes, a un maximo de 250 dolares.

De las 6l personas que jugaron a este juego, solo el 209% acertd
en la solucion éptima, un tercio perdieron dinero y en media ganaron
solo 9l dolares, esto es, aproximadamente el 30% del maximo posi-
ble. El experimento demostrd, no solo que una gran parte de los que
jugaron no conocian la formula de Kelly, ni otras mas generales, sino
gue también exhibieron algunos sesgos documentados” en la literatu-
ra sobre Behavioral Finance.

Ciertamente, la conocida como formula de Kelly es dificilmente
aplicable de forma directa a la gestion de carteras puesto que solo per-
mite tener en cuenta casos muy simples: gano o pierdo todo con una
Unica probabilidad. La inversion en los mercados bursatiles es mucho
mas compleja, se puede ganar o perder cantidades con diferentes pro-
babilidades para cada ganancia o pérdida y, en consecuencia, la utiliza-
cion de la formula de Kelly no puede aplicarse directamente en estos
€asas.

La cita en los medios del experimento mencionado y este articulo
vienen a cuento porgue hace algo mas de un mes publigué un libro* en
el que, entre otros temas, se desarrolla una metodologia para obtener
carteras de maximo crecimiento sujetas a restricciones gue permiten
limitar el riesgo requerido o deseado por un inversor. En el libro, entre
otros temas, se expone la formula de Kelly como un caso particular de
optimizacion de carteras de crecimiento. También trata extensamente
el problema de asset allocation*' y se desarrollan multitud de ejemplos
de como llevar a la practica estos calculos.

LA RENTABILIDAD DE UNA CARTERA CON Y SIN REPOSICION DE CAPITAL

n general, para saber el valor de una cartera con dos activos, lo que

hacemos es calcular el valor esperado. Asi por ejemplo, si la cartera A
tiene una probabilidad de un 50% de ganar un 2% y un 50% de perder
un 1%, calcularemos la ganancia esperada de esta cartera como:

Cartera A: 0,5x 2% + 0,5x(-19%) = 0,5%

Y con la misma metodologia, podemos calcular la ganancia es-
perada de otra cartera, B, en la que se tiene una probabilidad del 50%
de ganar un 25% y un 509% de perder un 20%:

CarteraB: 0,5x25% + 0,5 x(-209%) = 2,5%

Al margen de consideraciones de riesgo (mas adelante volvere-
mos a ellas), parece claro que la cartera B es preferible a la A. Su renta-
bilidad es 5 veces superior (2,5% de la B contra 0,5% de A). Sucede, sin
embargo, gue esta solucion solo es valida si cada vez gue se tiene una

ganancia o una pérdida se repone el capital a la situacion inicial, esto
es, sihe ganado retiro las ganancias obtenidas y si he perdido, repongo
las pérdidas.

En realidad, la mayoria de los inversores, no retira las ganancias o
repone las pérdidas cada vez que se produce una variacion de su capital.
Es lo que sucede, por ejemplo, en cualguier fondo de inversion. En este
caso, la solucion anterior no es la correcta. Cuando no se produce la re-
posicion del capital sino gue se mantienen las ganancias o pérdidas en el
mismo fondo, la rentabilidad esperada de estas carteras se calcula como:

Cartera A: (I+29%)%° x (1-190)°° = 0,4888%
Cartera B: (I+259)°° x (I-209%)%° = 0%
Como puede verse, ahora, la mejor cartera con mucha diferencia

eslaAynolaB. De hecho la B que tenia una rentabilidad esperada del
2,5%; resulta que tiene una rentabilidad igual a cero.
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/" OPTIMA O EL PORCENTAJE OPTIMO A REINVERTIR

s posible mejorar considerablemente la rentabilidad de la cartera B
Esimplemente invirtiendo, cada vez que se produce una ganancia o
pérdida, un porcentaje constante del capital que se tiene en cada mo-
mento v dejando el resto del capital sin invertir, esto es, con una ren-
tabilidad igual a cero. Este porcentaje a invertir (£~ Optima) se puede
calcular, en este caso, de manera muy sencilla con la siguiente formula:

___ Pt
(pl +p, )”1’”2
donde las probabilidades de ganar y perder son P1y P>y las
rentabilidades esperadas de ganar y perder son de 7, y r,, respec-

tivamente.
Aplicando esta formula a las carteras Ay B anteriores nos gueda:

1o OSX2%405x(-1%) _

T (0,5+0,5)x2%x(-1%)
I 0,5x25%+0,5x(-20%)
T (0,5+0,5)x25%x(-20%)

9

La solucion de la cartera A nos dice que debemos apostar 25
veces nuestro capital. Sin embargo, como suponemos gque no se
permite ningun apalancamiento, la solucion seria en este caso in-
vertir todo el capital del que disponemos (f; =1).

En la cartera B, en cambio, debemos reinvertir cada vez, solo
lamitad del capital fB =0,5) que tengamos en cada momento.

Si aplicamos la politica de inversiones determinada por la
/" éptima, las ganancias en la cartera Ay B serdn del 0,488% v
0,6239% respectivamente. Estas rentabilidades las podemos calcu-
lar mediante la formula:

o=+ 1+ fr)" -1
gue aplicada a las dos carteras, donde como hemos visto: f;=ly
fB*:O,S, nos proporciona las siguientes tasas de crecimiento medio:

=(1+1x2%)"° (1-1x1%)" -1 =0,4888%
0, =(1+0,5x25%)" (1-0,5x20%)"" ~1=0,623%

En definitiva, si se sigue una politica Optima de inversion en
ambas carteras, la B con una rentabilidad esperada del 0,623% es
mejor que la A gque tiene solo una del O,488%.

Volviendo al experimento del articulo Haghaniy Dewey citado
al principio y aplicando las formulas que acabamos de ver, obten-
driamos que la politica de apuesta dptima seria la que efectiva-
mente se expone en el citado articulo"'. Efectivamente:

o 0,6x100% + 0,4 x(-100%)
Bleom (0 6+0,4)x100%x (-100%)

=20%

Y el crecimiento medio del par ganancia-pérdida:

P = (1+20%x100%)"* (1 - 20x100%)"° 1= 2,03396%

Para tener una ganancia esperada de 250 dolares a partir de un
capital inicial de 25, hace falta echar la moneda trucada en media un
poco mas de 228 veces (II4 pares de cara y cruz) y apostar en cada
tirada el 209% del capital que tengamos en cada momento:

25x(1+2, 03396%)ll4 =250
El lector puede jugar a este juego directamente en una hoja de

calculo oira una pagina web que dan los autores''y comprobar su pro-
pio resultado.

LA FORMULA DE KELLY: UN CASO PARTICULAR DE
UNA POLITICA DE CRECIMIENTO MAXIMO

La férmula desarrollada por Kelly para ser aplicada a juegos de
azar, y utilizada en el experimento descrito, es tan solo un caso particu-
lar de una funcion de utilidad mas general llamada logaritmica. La apli-
cacion de la formula de Kelly a los mercados de valores es muy limitada
ya gue solo permite ganar todo lo que se apuesta con una determinada
probabilidad o perder todo lo apostado con una probabilidad igual a |
menos la de ganancia. Y, naturalmente, esto es demasiado simple para
ser aplicado, sin mas, a la inversion en activos cotizados en mercados
financieros.

Una funcion de utilidad logaritmica pretende maximizar la tasa
de crecimiento y su formulacion mas general permite aplicar sus resul-
tados a situaciones como las que se le presentan a cualquier inversor,
esto es, determinar los porcentajes a invertir en cada uno de los activos
financieros que maximicen la tasa de rentabilidad o crecimiento. En la

formulacion general es posible utilizar funciones de distribucion discre-
tas o continuas asociadas a cada activo financiero como las que se le
presentan a cualquier inversor.

Uno de los problemas de este tipo de modelos de crecimiento es
que tienden a incrementar el riesgo por encima de los niveles que se
pueden considerar normales o razonables por muchos inversores. Por
ello, se hace necesario, al maximizar el crecimiento, limitar o controlar
el riesgo asociado a la cartera deseada.

En el apartado siguiente, exponemos un caso simplificado en el
que se permite un activo con riesgo con una funcion de distribucion de
probabilidad muy simple y un activo sin riesgo. El objetivo es tan solo
ilustrar sobre un paso adicional hacia la generalizacion de una formu-
lacion mas general pero de utilidad directa en la gestion de carteras.
También ilustrar sobre el binomio crecimiento riesgo.
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LA DETERMINACION DE LA /" EN UN ASSET ALLOCATION CON
DOS ACTIVOS FINANCIEROS, UNO CON RIESGO Y OTRO SIN RIESGO

na ampliacion natural de los ejemplos anteriores es aquella en la
U gue tenemos dos activos, uno con riesgo con una probabilidad 2
de tener unarentabilidad (positiva) 7 y una probabilidad P2 de unaren-
tabilidad (negativa) . Y un activo sin riesgo, con una rentabilidad de T
con probabilidad I. La formula para calcular el porcentaje optimo, esto
es, aguel gue maximiza la tasa de crecimiento, a invertir en el activo con

riesgo es:
" =_(l+rf)[p1(r1 —rf)+p2(r2 _rf)]
(pl +p2)(7i _rf)(r2 _Vf)

Naturalmente, (I- £) es el porcentaje a invertir en el activo sin ries-
go.

Para verlo en un ejemplo numeérico, supongamos ahora que
nuestro activo con riesgo tiene una probabilidad del 509% de ganar un
25% vy del 509% de perder un 15%. La rentabilidad del activo sin riesgo
esdel 49%. La fraccion a invertir en el activo con riesgo es del 26,065%:

(1+0,04)x[(0, 50)x (0,25 - 0,04) + (0,50)x(=0,15 -0, 04)]
(0,50+0,50)x(0,25-0,04)x(=0,15 - 0,04)

f* =- =26,065%
Es interesante ver como varia la rentabilidad en funcién del por-
centaje del capital invertido en el activo con riesgo (véase figura ).
A medida que se va aumentando el capital invertido en el activo

con riesgo v, por tanto, el nivel de riesgo, aumenta la rentabilidad de la
inversion, desde un 49 cuando todo se invierte en el activo sin riesgo
hasta un 4,139% gue es donde se encuentra el porcentaje a invertir en
el activo con riesgo que hace maxima la rentabilidad de la inversion.
Sin embargo, a partir de este punto (4,13%), la rentabilidad esperada
empieza a disminuir de forma que de invertir el I00% en el activo con
riesgo, la rentabilidad esperada baja hasta el 3,08%.

Obsérvese que si tornasemaos una decision sobre la base de re-
poner el capital cada vez que se produce alguna ganancia o pérdida,
llegariamos a una conclusion bien distinta. La rentabilidad esperada
en este Ultimo caso para el activo con riesgo seria del 5% (0,5x25%-
0,5x15%). Esto significa que, si no tenemos en cuenta la aversion al
riesgo del inversor, invertiriamos todo en renta variable. Y si tuviéramos
en cuenta esta aversion, invertiriamos un porcentaje en renta variable
segun el riesgo que el inversor estuviera dispuesto a asumir. En todo
caso, es claro que, si optara por invertir todo en renta variable y no re-
pusiera su capital (lo mas habitual) su rentabilidad no seria del 5% sino
del 3,08%.

Del ejemplo anterior y, en general, podemos decir que la pri-
mera parte de la curva (hasta el punto maximo) es dominante sobre
la segunda. Dicho de otra forma, nunca nos interesara invertir en por-
centajes que estan a la derecha del punto maximo. Los que estan a la
izquierda pueden tener la misma rentabilidad pero con menor riesgo.

FIGURA 1 - TASA DE CRECIMIENTO EN FUNCION EL PORCENTAJE INVERTIDO EN EL ACTIVO CON RIESGO

P Tasa crecimiento = f (%invertido)
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LA DETERMINACION DEL ASSET ALLOCATION EN CASOS
MAS GENERALES Y EL CONTROL DEL RIESGO.

uando el activo con riesgo tiene, no solo dos posibilidades de renta-

bilidad con sus probabilidades asociadas, tal como acabamos de ver
en el apartado anterior, sino que tiene multiples o infinitas, la solucion
optima no se puede obtener mediante una sencilla formula sino que es
necesario utilizar un optimizador como, por ejemplo, SOLVER. También
es posible obtener una solucion con una simple férmula en algunos ca-
sos sencillos en los gue la funcion de probabilidad del activo sin riesgo
sigue una determinada funcion de distribucion de probabilidad.

En los modelos mas tradicionales tipo media-varianza, es nece-
sariofijar la rentabilidad y el riesgo para determinar la cartera dptima. En
los modelos de crecimiento no es estrictamente necesario fijar el riesgo
maximo que el inversor esta dispuesto a asumir. En principio, nos basta
con decir gue lo que gueremos es maximizar nuestra rentabilidad.

NOTAS

El problema es que los modelos de maximo crecimiento a veces
pueden dar soluciones de carteras con un elevado nivel de riesgo. A
veces, ganar unas decimas a la rentabilidad supone unos incrementos
importantes del riesgo. Y este incremento de riesgo puede no convenir
amuchos inversores que deben ajustar su cartera a un riesgo maximo
que pueden o quieren asumir. O, visto de otra forma, los incrementos
adicionales de rentabilidad pueden no compensar el aumento del nivel
de riesgo que elinversor esta dispuesto a soportar.

Enellibro citado, y del que soy autor, se expone una solucion mas
amplia que la formula de Kelly, que si resulta directamente aplicable a
los mercados financieros. En este contexto, la formula de Kelly es, tan
solo, un caso particular del modelo mas general expuesto en el men-
cionado libro.

() Véase por ejemplo: Tracy Alloway en Bloomberg (26/10/2016): (http://bloom.bg/2dKdLxR) y
En The Economist (2/1112016): (http://lwww.economist.com/blogs/buttonwood/2016/1l/investing?cidl=cust/ddnew/n/n/n/2016llIn/owned/n/n/

nwl/n/n/EU/B0I0LI12/email&etear=dailydispatch)

(I Hagahni Victor, Dewey Richard (nttps://elmfunds.com/blog/lessons-from-betting-on-a-biased-coin-cool-heads-and-cautionary-tales/ )
() Esta es una formula desarrollada por J.L. Kelly en 1956 y posteriormente modificada por E. Thorp en 1969. Mas adelante en este articulo nos

referimos a esta formula.

(IV)  Véase, por ejemplo: Villalba Daniel (2008). “:Como invierten los inversores” Bolsas y Mercados Espafioles. Revista BOLSA. También Antelo,
Manel (2015). “Sobre el deficiente conocimiento econdmico y financiero de la poblacion: ¢problema de oferta, demanda, sesgos,..?" Bolsas y

Mercados Esparioles. Web de Estudios y Publicaciones.

(V) Villalba, Daniel (2016) "Teoria y Practica de la gestion de Carteras” Bolsas y Mercados Espafioles. Coleccion Estudios e Investigacion

(V)  Entendemos por asset allocation la proporcion de activos con riesgo y activos sin riesgo gue configuran una cartera. Esta proporcion es la que,
segun algunos estudios, es la gue mejor es capaz de explicar la rentabilidad de una cartera.

(VI La formula aplicada por Haghaniy Dewey es f*= (2*p-1), donde p es la probabilidad de ganancia.

(VIIl)  Eljuego se puede probar en http://coinflipbet herokuapp.com/
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